
Strain and rotation












∂
∂

+
∂
∂=

i

j

j

i
ij x

u
x
u

2
1ε

strain tensor

x1

x2

x3

O

P
xX P'

u
Q'

Q u+du
dX

dx

deformation












∂
∂

−
∂
∂=

i

j

j

i
ij x

u
x
u

2
1ω

rotation tensor

Copyright is reserved. No part of this document may be reproduced for profit. 1



iii Xxu −=−=  ,Xxu
x1

x2

x3

O

P
x

X

P'u

x1

x2

x3

O

P
x

X

P'u

座標と変位ベクトル

物体点固有の座標であり，時間が経
過しても常に同じ値を保つ．

変位ベクトル

x, xi ：空間座標
（オイラー座標）

X, Xi ：物質座標
（ラグランジュ座標）

物体点が空間内に占める位置であり，
物体点の運動に伴って変化する．

u, ui ：変位ベクトル
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連続体の運動 運動によって連続体
が分離したり重なり
合ったりしない．

運動後

空間
座標系

物質
座標系

運動前

xiとXiが１対１に
対応．＝
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変形勾配テンソル

dX から dx への線形変換を
規定する２階のテンソル

変形勾配テンソル

dx と dX はベクトル
（１階のテンソル）

F は２階のテンソル

テンソル
の商法則

ある点Pにおける変形勾配 F は，

その点を起点とする任意の方向
の線分が変形の前後でどのよう
に変化するかを規定している．
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ヤコビアン（ヤコビの行列式）

変形勾配テンソ
ル F の行列式

ヤコビアン 連続体の運動が存在す
るための必要十分条件

＝ 0≠J 0≠J

ヤコビアン J は，変形前の微小領域

の体積 dX1 dX2 dX3 と変形後の微小

領域の体積 dx1 dx2 dx3の比率を表す．

321321  dXdXdXJdxdxdx =

通常の変形
J > 0

J < 0

運動後

運動前

右手系であった
座標系が運動後
には左手系にな
る．すなわち，
物質が運動中に
裏返っている． 7
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指標表現

ラグランジュのひずみテンソルとも言う．

シンボリック表現

微小な線要素の長さの２乗の変化を
変形前の線要素の状態と対応づけた
ときの係数
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アルマンシのひずみテンソル

指標表現

シンボリック表現

オイラーのひずみテンソルとも言う．

微小な線要素の長さの２乗の変化を
変形後の線要素の状態と対応づけた
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グリーンのひずみテンソル（変形前の状態が基準）
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２階の対称テンソル総和規約を適用

総和規約を適用 10
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変位で表したグリーンのひずみテンソルの導出（その１）

グリーンのひずみテンソルの定義 変位で表したグリーンのひずみテンソル

導出過程

空間座標の微分dxを物質座標

の微分dXで表す．

次の式変形で，同じ指標が２回以
上出ないように，この段階でクロ
ネッカーデルタを用いて，２つあ

るdxmのうち一方のdxmの指標を
変えておくとわかりやすい．
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ひずみテンソルの成分（成分表示）

ひずみテンソルは対称テ
ンソルで独立成分は６個

物体の変形を表
すテンソル
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x1
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x3

dx1

dx2

dx3
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
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
∂
∂

=

(∂u1/∂x1)dx1(∂u1/∂x1)dx1

ひずみテンソルの成分（ε11成分）

ひずみ

変形前の長さ 単位長さ当たりの伸び

変形前 変形後

伸び

変形

両面の相対的な変位
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1
1 udx

x
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
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(∂u3/∂x3)dx3(∂u3/∂x3)dx3

(∂u2/∂x2)dx2(∂u2/∂x2)dx2

(∂u1/∂x1)dx1(∂u1/∂x1)dx1

x1
O x2

x3

dx1

dx2

dx3

ひずみテンソルの成分（対角成分）
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{(∂u2/∂x1)dx1}/dx1

ひずみテンソルの成分
（非対角成分）

平均傾斜角度

平均傾
斜角度

平均傾
斜角度 x1

O x2

x3

（体積変化なし）
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回転テンソル
回転テンソルは逆対称テン
ソルで独立成分は３個

回転ベクトル

物体の剛体回転
を表すテンソル
（体積変化なし）
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{−(∂u3/∂x1)dx1}/dx1
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{−(∂u2/∂x3)dx3}/dx3
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{(∂u2/∂x1)dx1}/dx1

{−(∂u1/∂x2)dx2}/dx2

{(∂u2/∂x1)dx1}/dx1

回転テンソルの成分

平均回
転角度

平均回
転角度

平均回転角度
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dx

ds=|dx|
=(1+εn)dS

dS=|dX|
n

dX
x1

O x2

x3

任意の方向のひずみ（垂直ひずみ）

垂直ひずみ

n（単位法線ベクトル）に平行な方

向の線分の単位長さ当たりの伸び

変形

例

x 1'
O

x 2'
x 3'

基本ベクトルの１つ（例えば，x3）をnに平行な方向

に取り，ひずみテンソル全体をその座標系へ変換

したときのε33成分がεnと考えても良い．

dS
dSds

n

−=

⋅⋅= nn εε
1111 ee ⋅⋅= εε
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dx
(2)

dx (1)

γ/2 γ/2

n(1)

dX (1)

n(2)

dX
(2)

x1
O x2

x3

任意の方向のひずみ（せん断ひずみ）

せん断ひずみ

互いに直交する単位法線ベクトル

n (1)と n (2) のそれぞれに平行な

ベクトル dX(1) と dX(2) の平均

的な角度変化

変形

例

両面間の角度変化 γ を各

面について平均化→ γ /2

x 1'
O

x 2'
x 3'

( ) ( )

2

21

γ
ε

=

⋅⋅= nn εs 2112 ee ⋅⋅= εε
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X1

O X2

X3

dX1

dX2

dX3

ε dX1

ひずみテンソルの例（単軸引張り）

単軸引張りのひずみテンソル

変形

変位

変位勾配
テンソル

回転テンソル

物体は変
形してい
るだけで
回転して
いない．

0>ε

対称

逆対称

(X1, X2, X3)の位置にある微小６面体
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γ/2

γ/2

X1

O X2

X3

dX1

dX2

dX3

ひずみテンソルの例（純せん断）

純せん断のひずみテンソル

変形

変位

変位勾配テンソル

回転テンソル

物体は変形して
いるだけで回転
していない．

対称

逆対称

(X1, X2, X3)の位置にある微小６面体
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X1

O X2

X3

dX1

dX2

dX3

γ/2

γ/2

回転テンソルの例（x3軸回りの回転）

ひずみテンソル

回転

変位

変位勾配テンソル

回転テンソル

物体は回転して
いるだけで変形
していない．

対称

逆対称

(X1, X2, X3)の位置にある微小６面体
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3
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1

ε
ε

ε
ε

ε

ε11
ε12

ε31 ε22

ε33
ε23ε31

ε12

ε23

主ひずみと主軸（その１）

ひずみテンソルの固有値 ＝

固有ベクトル

主ひずみ

＝ 主軸

座標変換

せん断ひずみ成分は０

ε*

ε1=ε*11

ε3=ε*33

ε2=ε*22

以後に出てくる偏差成分と混同し
ないように，ここでは，座標変換
後のテンソルや主軸を*付きで表
している．

kljlikij QQ εε =*
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( ) ( )ii nn  ε=⋅ε

x*1

x*3

n(1)

n(2)n(3)

x1

x2

x3 ε*

x*2

O

ε1=ε*11

ε3=ε*33

ε2=ε*22

x*1

x*3

n(1)

n(2)n(3)

x1

x2

x3 ε*

x*2

O

ε1=ε*11

ε3=ε*33

ε2=ε*22

x1

x2

x3

e1 e2

e3

ε

ε11
ε12

ε31 ε22

ε33
ε23ε31

ε12

ε23

O

x1

x2

x3

e1 e2

e3

ε

ε11
ε12

ε31 ε22

ε33
ε23ε31

ε12

ε23

O

主ひずみと主軸（その２）

座標変換

主軸
（固有ベク

トル）

主ひずみ
（固有値）

ひずみテンソル

主軸

主ひずみε1, ε2, ε3（スカラー）
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x1(=x*1)
O

x2(=x*2)

x3(=x*3)
(1+ε1)dx1

(1+ε2)dx2

(1+ε3)dx3

(1+ε1)dx1

(1+ε2)dx2

(1+ε3)dx3

体積ひずみ

dx1

dx2

dx3

dx1

dx2

dx3
変形

図では，x1, x2, x3の各軸をひず

みの主軸方向に取っている．

指標表現

物質の単位体積当たりの体積変化（膨張）を表す．

展開表現

シンボリック表現

i

i
iiv x

u
∂
∂== εε uε divtr ==vε

3

3

2

2

1

1

332211

x
u

x
u

x
u

v

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

++= εεεε
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{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx2

{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx3

{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx1

{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx2

{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx3

{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx1

平均垂直ひずみ

指標表現

平均垂直ひずみ

図では，x1, x2, x3
の各軸をひずみの主
軸方向に取っている．

展開表現シンボリック表現

x1(=x*1)
O

x2(=x*2)

x3(=x*3)

iim εε
3
1= εtr

3
1=mε ( )3322113

1 εεεε ++=m
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−[(1+ε2)dx2−{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx2]

(1+ε3)dx3−{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx3

−[(1+ε1)dx1−{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx1]

−[(1+ε2)dx2−{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx2]

(1+ε3)dx3−{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx3

−[(1+ε1)dx1−{1+(ε1+ε2+ε3)/3}dx1]

偏差ひずみテンソル

指標表現

各ひずみ成分の平均垂直ひずみからの偏差を表す．

図では，x1, x2, x3の各軸

をひずみの主軸方向に取っ
ている．

展開表現

シンボリック表現

x1(=x*1)
O

x2(=x*2)

x3(=x*3)
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工学ひずみ

座標

ひずみテンソルの成分

工学ひずみを用いると数学的
扱いは不便になる．

工学ひずみ

直交する
２つの微
小ベクト
ルの平均
的な角度
変化

直交する
２つの微
小ベクト
ルの全角
度変化

×２

×２

×２

( )zyx ,,( )321 ,, xxx

11ε

22ε

33ε

xε
yε

zε

12ε

23ε

31ε

xyγ

yzγ

zxγ
( )1212 2

2
1 εγγε == xyxy
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ひずみの適合条件

サン－ブナンの適合条件式

上式は，８１個の式を表
しているが，その中で独
立した式は６個

変位ベクトル
（成分３個）

ひずみテンソル（成分６個）

連続な変位が得られ
るためにひずみ成分
の間に成立しなけれ
ばならない条件
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εひずみの適合条件の物理的意味

微小要素間のすき間や重なり
を無くするための条件

ひずみの適合条件＝
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各微小要素に任意の６個のひずみ
成分を与えて変形させても，変形
後，それら微小要素を無理なく
（連続体を形成するように）連結
できるとは限らない．
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